
 ثِ ًبم ذسا

 8411اعفٌس  81     ی علا زٍرُ -عبسی سیغتی آسهَى پبیبًی زرط هسل

  زلیمِ 835: هست آسهَى        :ذبًَازگی ًبم ٍ ًبم

 

  

 :تَضیحبت هْن

 ذبًَازگی ذَز را ثبلای ایي ففحِ ثٌَیغیس حتوب ًبم ٍ ًبم. 

  ًوزُ اعت 190آسهَى اس زٍ ثرؼ ریبضیبت ٍ هسلغبسی تؾکیل ؽسُ اعت ٍ هجوَػب. 

 توبهی هحبعجبت ذَز را زر آى  اًجبم زّیس ٍ . ّب ّغتیس ًَیظ تٌْب هجبس ثِ اعتفبزُ اس ایي چک. ّب زر اًتْبی پبعرجزگ ضویوِ ؽسُ اًس ًَیظ چک

 .ی هحبعجبت هزثَط ثِ ّز عَال را ثِ عَر ٍاضح هؾرـ کٌیس هحسٍزُ

 ِاس ّزگًَِ تَضیحبت یب هحبعجبت اضبفِ ذَززاری کٌیسی عَال ٍ جَاة ًْبیی را ثٌَیغیس ٍ اس ًَؽتي  زر ّز عَال تٌْب ذَاعت. 

 ِثزگ را ثرَاًیس ّب را زر پبعد لجل ؽزٍع ثِ حل عَالات ذَاعت . 

 ُگیزز ای تؼلك ًوی ّبی ًبکبهل ًوزُ گیزز ٍ جَاة ی عَالاتی کِ جَاة فزیح زارًس، فمظ ثِ جَاة کبهل عَال تؼلك هی هؼوَلا ًوز. 

 گیزز ای تؼلك ًوی زر فَرت هؾرـ ثَزى ثیؼ اس یک جَاة، ًوزُ. یس ٍ آى را ثِ عَر ٍاضح هؾرـ کٌیسزر ّز عَال تٌْب یک پبعد ثٌَیغ. 

 ُگیزز ای تؼلك ًوی جب ًوزُ ّبی جبثِ ثِ پبعد. ّب زلت زاؽتِ ثبؽیس ی عَالات ٍ ثرؼ آى حتوب ثِ ؽوبر. 

 زّی اعت ؼیبر ًوزُثزگ ه گیزز ٍ فمظ پبعد ای تؼلك ًوی ّب ًوزُ ًَیظ ثِ هحتَیبت ٍ هحبعجبت چک. 

 ثزگ را تحَیل هغئَل آسهَى زّیس زر پبیبى آسهَى زفتزچِ عَالات ٍ پبعد. 

  هجبس ًیغتهبؽیي حغبة زر اثي آسهَى اعتفبزُ اس. 

 



 ثرؼ ریبضیبت

 (ًوزُ هٌفی ًسارز) (ًوزُ 47) .اهکبى عبزُ کٌیس تب حسّبی سیز را حغبة کٌیس ٍ  ٍ هؾتك ّب اًتگزال( الف
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(ًوزُ 6)         

5.       
 

 
 dx        (4 ًُوز)  

(ًوزُ 9)                .6   

7.         
 

 
(ًوزُ 2)            

 (ًوزُ 9) .ی سیز را حل کٌیس زعتگبُ هؼبزلِ( ة

            
             

          : ؽزایظ اٍلیِ

                              
        

                    

گیزی جشء  آیٌس، اعتفبزُ اس  رٍػ اًتگزال ًویّبیی کِ ثِ عَر هؼوَل ثِ زعت  ّبی حل اًتگزال یکی اس راُ

پذیز ثبؽٌس ٍ هؾتمؾبى  هؾتك      ٍ     اگز زٍ تبثغ . اعت (Integration by parts)ثِ جشء

 :ثبؽس، زارین        ٍ      

: ثِ عَر هثبل  

     

 
         

       

 
             

 :کِ زر آى 

 



 :ثرؼ هسلغبسی

 (ًوزُ  37) :عَال یک

ّب، تَاًبیی حزکت ثِ عوت همقسی ذبؿ ٍ یب زٍرؽسى اس  علَلی ّن هبًٌس ثؼضی اس ثبکتزی ثزذی جبًساراى تک

. ّبی تکبهلی ثغیبری زرثززارز ؽَز ٍ هشیت گفتِ هی chemotaxisثِ ایي تَاًبیی . هحلی ذبؿ را زارًس

Chemotaxis ای ذبؿ ثبؽس س ثزای جذة ثِ عوت هبزُتَاً ای ثبؽس ٍ ّن هی تَاًس ثزای گزیشاس هبزُ ّن هی. 

کٌس ٍ هکبى آى را  حزکت هی xفزك کٌیس ثبکتزی رٍی هحَر . کٌین زر اثتسا هسلی یک ثؼسی را ثزرعی هی( الف

ی عوی رٍی هحَر ثِ ؽکل تبثؼی اس هکبى اعت ٍ  کٌین کِ غلظت هبزُ ‎ّوچٌیي فزك هی. زّین ًؾبى هی   ثب 

زرًظز  Chemotaxisّوچٌیي تٌْب ػبهل حزکت ثبکتزی را ّن فزایٌس  .زّین ًؾبى هی     آى را ثب

 .گیزین هی

     اگز 
 

       
 :ثبؽس، آًگبُ  

اگز  .رعن کٌیس                را ثِ عَر تمزیجی ثِ اسای  xثزحغتCًوَزار تمزیجی  -8

ی  غِ ثب هکبى ایجبز ؽسُ، هکبى ًمغِفزك کٌین کِ ایي تَسیغ غلظت اس اًتؾبر هبزُ عوی اس یک ًم

 (ًوزُ 15) .را هؼیي کٌیسٍ غلظت زر آى  اٍلیِ هبزُ عوی 

 ی ثرؼ الف، تَسیغ غلظت را  ازاهِ زر     
 

   
زر ًظز     ٍ فمظ ثزای         

 .         ٍ   ثگیزیس

 (ًوزُ 1)ی عوی زر چِ هکبًی لزار زارز؟ زر ایي حبلت هجسا اًتؾبر هبزُ -2

عزػت  ی هؼبزلِ عپظ. را ثِ زعت آٍریس (     )عزػت حزکت ثبکتزی را ثزحغت سهبىی  هؼبزلِ -3

 (ًوزُ 6). ثِ زعت آٍریس(       )ثبکتزی را ثزحغت هکبى آى

عزػت گزیش ایي ًَع . کٌس ی عوی تؼییي هی تٌْب غلظت هبزُ را اگز ثساًین کِ عزػت حزکت ثبکتزی -4

  a , b  ٍCپبراهتزّبی  ای کِ تٌْب ؽبهل ثیبثیس ثِ گًَِ (     )عویثبکتزی را ثزحغت غلظت هبزُ 

 (ًوزُ 6) .ثبؽس

ای اس غلظت هبزُ عوی، جْت حزکت را  ثِ اسای چِ ثبسُ      ی  ، هؼبزلِ    ثب تَجِ ثِ تَسیغ  -5

 (ًوزُ 2)؟زرعت هؼیي هیکٌس

 

 (6: ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 4) :ّبی سیز را تؼییي کٌیس ثزحغت ایي هسل زرعتی گشارُ -6

a. (3: ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 2) .ّوَارُ ًبهٌفی اعت( هؾتك عزػت ًغجت ثِ سهبى)ؽتبة حزکت ثبکتزی 

b. ُی عوی اس همساری کوتز ؽَز، ثبکتزی زیگز  اگز غلظت هبزchemotaxis  ٍ ًرَاّس زاؽت

 (3: ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 2) .کٌس حزکت ًوی



کٌین کِ هحیظ هب یک ظزف  فزك هی. ثؼسی زر ًظز هیگیزین2را  زّین ٍ هحیظ حبل هسل ذَز را ثغظ هی( ة

ثبثت ( زیؼ ّبی هرتلف پتزی زر ػوك) zاعت ٍ توبهی پبراهتزّب زر راعتبی ( زیؼ هثلا یک پتزی)ػوك ثغیبر کن

 .ٍ یکٌَاذت ّغتٌس

یک کسام . ّب، جْت حزکتؾبى ّن اّویت زارز ی عزػت حزکت ثبکتزی ثؼسی ػلاٍُ ثز اًساس2ُزر هسل  -8

 (6:ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 3)جْت ثب ثززار عزػت حزکت ثبکتزی زر حبلت گزیش اعت؟ اس زٍ ثززار سیز، ّن

a.  
  

  
   

  

  
   

b.  
  

  
   

  

  
    

 (ًوزُ 33) :عَال زٍ

اگز هؼبزلات . زّین ًؾبى هی   ٍ     ام، ثب nّب را زر ًغل  جبًسار زارین کِ جوؼیت آى  فزك کٌیس زٍگًَِ

 :ی آًْب ثِ ؽکل سیز ثبؽس گغغتِ

 

 ( الف

 (10:ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 6) :ّبی سیز را هؾرـ کٌیس زرعتی ٍیب ًبزرعتی گشارُ -8

a. (1:ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 1) .هؼبزلات زیفزًظ زرجِ یک ّغتٌس 

b.  حبلتx,y = (0,0) (1:ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 1) .یک حبلت تؼبزل اعت 

c. ّبی  ؽَز کِ هحیظ ثزای جوؼیت گًَِ اس هؼبزلات ًتیجِ هیx  ٍy  ثِ تزتیت زارای ظزفیت

    ٍg (4:ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 2) .اعت 

d. m  ثب ( ٍاحس)اس ًظز اثؼبزی 
 

  
 (4:ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 2) .ثزاثز اعت 

یگز ارتجبط زاؽتِ ثبؽٌس ٍ ثز تب ایٌجب هؼبزلات زٍ جوؼیت اس ّن هغتمل ثَزًس، اهب اگز ایي زٍ جوؼیت ثب یکس( ة

 .تَاًس هؼبزلات را ثِ ؽکل سیز ثبسًَیغی کزز جوؼیت یکسیگز اثز ثگذارًس، هی

 

 

ّب  ّبیی کِ ثِ اسای آى (x,y)ثِ  -8

را  xٍyتؼساز حبلات تؼبزل ٍ همبزیز . گَیین ّبی ثؼس ثبثت ثوبًس، حبلات تؼبزل هی زر ًغل xٍyهمبزیز 

 (ًوزُ 6) .ثزای ّزیک ثٌَیغیس

 



پظ ثِ ثزرعی پبیساری . زاًین کِ ثِ زعت آٍرزى جَاة کلی ثزای هؼبزلات ثبلا افلا آعبى ًیغت هی

کبر ثبیس هؼبزلات ثبلا را زر ًمبط تؼبزل، تمزیت ثشًین ثِ  ثزای ایي. کٌین حَل ًمبط تؼبزل اکتفب هی

 .کٌین عپظ یک عیغتن هؼبزلات ذغی را حل هی. ای کِ ذغی ؽًَس گًَِ

 .را هغبثك رٍثزٍ تؼزیف کٌین f   ٍgاگز تَاثغ 

. زّین ًؾبى هی F, Gآًگبُ تغییزات آًْب را حَل ًمبط تؼبزل ثب 

 .ؽَز ثِ ؽکل سیز هی (     )ّب حَل ًمبط تؼبزلؾبى تمزیت ذغی آى

                                       

                                      
                  

 .ّغتٌس کِ زر سیز آهسُ اعت f,gّبی هبتزیظ صاکَثیي  زرایِ    کِ زر آى 

  

 

 

 

   ٍ  عپظ ثزای عبزگی همبزیز  .ثِ زعت آٍریس f,gتَاثغ ّبی هبتزیظ صاکَثیي ثبلا را ثب تَجِ ثِ  زرایِ -2

اس ایي پظ ایي . لزار زّیس ٍ هبتزیظ صاکَثیي را ثبسًَیغی کٌیس 2را ثزاثز   mٍ   ٍ همبزیز  8را ثزاثز

 (ًوزُ 6) .هبتزیظ جسیس را ثِ ػٌَاى هبتزیظ صاکَثیي زر ًظز ثگیزیس ٍثب آى کبر کٌیس

 :زاًین کِ تمزیجوبى هی( Eigen Values)حبل ثزای ثِ زعت آٍرزى همبزیز ٍیضُ -3

 

         : هبتزیظ صاکَثیي اعت کِ ثزاثز اعت ثب ( trace)ثِ هؼٌی اثز tr Aکِ زر آى 

 ٍdet A زتزهیٌبى هبتزیظ صاکَثیي اعت ٍ ثزاثز ثب ، :              

 det A   ٍtr Aعپظ . ثزای ّز یک اس حبلات تؼبزل کِ ثِ زعت آٍرزیس، هبتزیظ صاکَثیي ثِ زعت آٍریس

 (ًوزُ 8)  .ّبی تمزیت حَل آى را ثِ زعت آٍریس( Eigen Value)را ثِ زعت آٍریس ٍ عپظ همبزیز ٍیضُ 

زر ایي  FٍGتَجِ ثِ فزم کلی جَاة هؼبزلات ثزای  ٍ ثبثب تَجِ ثِ ایٌکِ همبزیز ٍیضُ، حمیمی ّغتٌس،  -4

ثِ ففز هیل کٌٌس ٍ تؼبزل پبیسار پسیس  F  ٍGای ثبؽٌس تب  همبزیز ٍیضُ ثبیس زر چِ ثبسُثِ عَر حبلت، 

 (ًوزُ 2) آیس؟

اس ًمبط تؼبزل تؼییي کٌیس کِ آیب تؼبزل حَلؾبى پبیسار اعت یب ًِ؟ اگز پبیساری ثِ  ثزای ّز یک -5

 (ًوزُ 4) .پبراهتزّب ٍاثغتِ ثَز، ؽزط پبیساری را ثزای آى حبلت ثٌَیغیس



 (ًوز34ُ) :عَال عِ

اس یکی اس کبرثززّبی هْن هسلغبسی ثزرعی تغییزات جوؼیت زر سهبى اعت ٍ یک رٍػ ثزای ایي کبر اعتفبزُ 

ّبی رؽس جوؼیت فزم کلی  زاًیس کِ هؼوَلا هسل هی. ّبی رؽس جوؼیت اعت هسل
  

  
زارًس ٍ آًچِ کِ     

 kثِ عَر هثبل اگز . ، یب ّوبى ًزخ رؽس، چِ تبثؼی اس پبراهتزّبی زیگز ثبؽسkعبسز ایٌغت کِ  هسل را هتوبیش هی

 . یک ػسز ثبثت ثبؽس، رؽس ًوبیی عبزُ ٍ ًبهحسٍز را ذَاّین زاؽت

 .ثبؽس                   حبل فزك کٌیس کِ ( الف

زر ایي حبلت  -8
  

  
زر فَرت . رعن کٌیس yثزحغت ثِ زعت آٍریس ٍ ًوَزار آى را  a,b,yرا ثزحغت  

 (ًوزُ 4). زعت آٍریسرا ًیش ثِ ( هیٌیون ٍ هبکشیون)ٍجَز هرتقبت تمبط اکغتزهن

 .گَیین ؽَز، ًمبط ثحزاًی هی ففز هیثِ ًمبعی کِ هؾتك زر آًْب  -2

 (ًوزُ 2) .ثِ زعت آٍریس yًمبط ثحزاًی را ثزای  

 (ًوزُ 2) .را رعن کٌیس yهزثَط ثِ رفتبر  phase flow، 8ثب تَجِ ثِ ًوَزار رعن ؽسُ زر عَال  -3

هٌفی را ّن  جوؼیت)هزثَط ثِ جوؼیت phase planeحبل ثب تَجِ ثِ اعلاػبتی کِ ثِ زعت آٍرزیس،  -4

 (ًوزُ 9) .ٍ زر آى هَارز سیز را هؾرـ کٌیس. را زر ایي حبلت رعن کٌیس (رعن کٌیس

i. null-clineّب زر فَرت ٍجَز 

ii. 2  ِایشٍکلایٌی کnull-cline ًجبؽٌس 

iii. ّب همبزیز تؼبزل ٍ ًَع پبیساری تؼبزل حَل آى 

iv.  تَجِ کٌیس کِ ؽوبی کلی ٍ )ّب جَاة هؼبزلِ زر ّز یک اس هحسٍزُذن رعن چٌس

 (ّب ثبیس هؾرـ ثبؽٌس کلی ؽیت جَاةتغییزات 

 (11: ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 7) .ّبی سیز را هؾرـ کٌیس زرعتی یب ًبزرعتی گشارُ -5

a. اس جوؼیت تؼبزل پبیسار کوتز ثبؽس، تغییزات آى زر ٍاحس سهبى  هثجت  ّز چِ کِ جوؼیت

(dy/dt)  (3: ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 2) .ثیؾتز اعت 

b. ِی زیفزاًغیل رؽس جوؼیت  هؼبزلAutonomous  (2: ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 1) .اعت 

c.  اگز ذنc (4: ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 3) .جَاة هؼبزلِ ثبؽس، ّز اًتمبل آى زر راعتبی افمی ّن جَاة اعت 

d. (2: ًوزُ هٌفی/ ًوزُ 1) .َزؽ عجك ایي هسل، اگز جوؼیت اس حس هؾرقی کوتز ؽَز، جوؼیت ًبثَز هی 

ّبی یک زریبچِ را کِ ثِ ذَزی ذَز، هؼبزلِ رؽس هبًٌس ثرؼ  ذَاّین جوؼیت هبّی حبل فزك کٌیس، هی( ة

 .ثبؽس                   الف زارًس را ثزرعی کٌین یؼٌی زر آى 

 ی سهبًی ٍاحس ثبسُیؼٌی زر . ؽًَس ، ثززاؽت هیhّبی ایي زریبچِ ثب ًزخ ثبثت  فزك کٌیس کِ هبّی -8

 h زر ایي حبلت . ؽًَس ّب ثززاؽت هی اس هبّی ػسز
  

  
 (ًوزُ 2) .ثِ زعت آٍریس a,b,y,hرا ثزحغت  



 (ًوزُ 6) .را ثٌَیغیس کِ ذَاعتِ زر آى فبزق ثبؽس hثزای ّز یک اس حبلات سیز ثبسُ ٍیب همبزیزی اس  -2

i. y ِی ثحزاًی ًبهٌفی زاؽتِ ثبؽس زٍ ًمغ 

ii. y ِی ثحزاًی زاؽتِ ثبؽس فمظ یک ًمغ 

iii. y ِای ًساؽتِ ثبؽس ی ثحزاًی ّیچ ًمغ 

 .سیز را زاؽتِ ثبؽسؽزط  3رعن کٌیس ثِ عَری کِ  phase planeثزای ّز یک اس عِ حبلت ثبلا،  -3
 (ًوز9ُ)

i. null-clineّب زر فَرت ٍجَز 

ii. 2  ِایشٍکلایٌی کnull-cline ًجبؽٌس 

iii. ُکٌیس کِ ؽوبی کلی ٍ تغییزات تَجِ )ّب رعن چٌس جَاة هؼبزلِ زر ّز یک اس هحسٍز

 (ّب ثبیس هؾرـ ثبؽٌس کلی ؽیت جَاة

 
 (ًوزُ 1)ثززاؽت پبیسار ثوبًس، چمسر اعت؟ کِ ای تَاى ثززاؽت کزز ثِ گًَِ ای کِ هی حساکثز تؼساز هبّی -4

 (نمره 30) :سوال چهار

 

 
(a) Around here, the ocean experiences tides. About twice a day the ocean level rises and falls by 

several feet. This is why small boats are often tied up to floating docks. 

In roughest terms, the water level in the bay increases, over a small time interval(  ), by an amount 

which is proportional to(assume its proportional by a factor of k) 

(1) the difference between the ocean level and the bay level and  

(2) the length of the small time interval. 

Write y(t) for the height of the ocean, measured against some zero mark, and x(t) for the height of 

the bay, measured against the same mark. Set up the first order linear equation that describes this 

model. The‎equation‎must‎be‎in‎the‎form‎of‎“Reduced‎Standard‎form”,‎mentioned‎above. (4 points) 

 



 (b) Assume that the tide is high exactly every 4π‎hours (not a bad approximation). Suppose that the 

ocean height is given by y(t) = cos(ωt) (in meters and hours). What value does ω‎take? (2 points) 

 
(c) Find a solution of your differential equation using integrating factors. You may need the 

following integral useful. (14 points) 

 

(d) Prove that integral mentioned above is true. By differentiating the right-hand side of the integral 

and‎showing‎that‎it’s‎equal‎to‎the‎left-hand side. (10 points) 

 


